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Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ïðîêàòêè ïàðòèé íà íåïðåðûâíûõ ñòàíîâ
ãîðÿ÷åé è õîëîäíîé ïðîêàòêè. Â ðÿäå ðàáîò (íàïðèìåð, [2], [3]) ïðèâåäåíû
ïðàêòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñîâìåñòíîãî ïëàíèðîâàíèÿ íåïðåðûâíîé
ðàçëèâêè ñòàëè è ïîñëåäóþùåé ãîðÿ÷åé ïðîêàòêè. Ïîäðîáíî îáñóæäà-
þòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îðãàíèçàöèè ðàáîòû ïðåäïðèÿòèÿ, êîãäà ðàç-
ëèòûé ìåòàëë ïîëíîñòüþ îñòûâàåò, ïðåæäå, ÷åì èäåò â íàãðåâàòåëüíûå
ïå÷è è íà ïðîêàòêó, ëèáî îñòûâàåò ÷àñòè÷íî â âèäó íàëè÷èÿ òðàíñïîðò-
íîãî ïëå÷à, îñòûâàåò ìàëî è èäåò, êàê ïðèíÿòî ãîâîðèòü íà îòå÷åñòâåí-
íûõ ïðåäïðèÿòèÿõ, â ïðîêàòêó ãîðÿ÷èì ñàäîì. Èëëþñòðèðóåòñÿ ýôôåêò
ýíåðãîñáåðåæíèÿ è ïðî÷åå. Òàêæå â ðàáîòàõ ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå òåõ-
íîëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ôîðìèðîâàíèåì ãðàôèêîâ ïðî-
êàòêè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿõ áîëüøèíñòâîì
ïðåäïðèÿòèé. Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, èñïîëüçó-
åìûå ïðè ðàñ÷åòå ãðàôèêîâ ïðîêàòêè, äëÿ òàêèõ çàäà÷ â èíîñòðàííîé
ëèòåðàòóðå ïðèíÿòû íàçâàíèÿ "hot strip mill planning"è HRBPPs (hot
rolling batch planning problems). Ïðèâîäèìûå â ðàáîòàõ ìîäåëè ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé àíàëîãè è îáîáùåíèÿ çàäà÷ êîììèâîÿæåðà TSP (Travelling
Salesman Problem) è ïëàíèðîâàíèÿ ìàðøðóòîâ òðàíñïîðòà VRT (vehicle
routing problem, [10]) ñòîèìîñòüþ ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó óçëàìè è äîñòàâ-
êîé ðåñóðñîâ â óçëû ñ îãðàíè÷åíèåì ïî ãðóçîïîäúåìíîñòè ìàøèí. Ìî-
äåëü PCTSP (Prize Collecting TSP), ïðåäëîæåííàÿ Áàëàñîì ([6], [7]). Çà-
äà÷à PCVRP (Prize Collecting VRP, [9]). Â íèõ äëÿ êàæäîé ïàðû ïàðòèé
ïðîêàòêè çàäàíà ñòîèìîñòü ïåðåõîäà ñ îäíîé íà äðóãóþ, òî åñòü ñòîè-
ìîñòü òîãî, ÷òî â ãðàôèêå ïðîêàòêè îíè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò äðóã çà
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äðóãîì, íàãðàäà (ïðèç) çà òî, ÷òî ïàðòèÿ âõîäèò â ïîñòðîåííûé ãðàôèê
ïðîêàòêè, à òàêæå âîçìîæíåí øòðàô çà íåâõîæäåíèå ïàðòèè â ãðàôèê
ïðîêàòêè. Â çàäà÷å PCVRP îáõîä÷èêîâ ìîæåò áûòü áîëåå îäíîãî, ÷òî
ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò ïîñòðîåíèå ñðàçó íåñêîëüêèõ ãðàôèêîâ ïðîêàòêè.
Îáùèì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàðøðóòîâ ñ ìàêñèìèçàöèåé ïîëó-
÷àåìûõ ïðèçîâ, óìåíüøåííûõ íà ñóììó øòðàôîâ (âåñîâ) èñïîëüçóåìûõ
äóã ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîãî óçëà (ïàðòèè ïðîêàòêè) íà äðóãîé. Óêàçàííûå
çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå òðóäíîðåøàåìûìè.

Ó÷èòûâàÿ ñïåöèôè÷íûé ñïîñîá îïèñàíèÿ îãðàíè÷åíèé ïðåäøåñòâîâà-
íèÿ ïàðòèé ïðîêàòêè â ãðàôèêå ïðîêàòêè, ïðèíÿòûé íà îòå÷åñòâåííûõ
ïðåäïðèÿòèÿõ (íàïðèìåð, ÎÀÎ "ÌÌÊ"), â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à ïî-
ñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ïðîêàòêè â ñâîèõ áàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñâîäèòñÿ
ê çàäà÷å ïîèñêà ïðîñòîé öåïè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âåñà â âåðøèííî-
âçâåøåííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ. Òàêèì îáðàçîì, èç öåíîâîé ôóíê-
öèè óäàëÿåòñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ øòðàôîâ çà ïåðåõîä, à ñàìè ïåðåõîäû ïî-
ïàäàþò â ñîñòàâ îãðàíè÷åíèé. Ñìåæíîñòü óçëîâ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíè-
åì ìåæäó øèðèíàìè è òîëùèíàìè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîêàòûâàåìûõ ïî-
ëîñ. Áëàãîäàðÿ ñïîñîáó çàäàíèÿ ñìåæíîñòè óäàåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì
ñëîæíîñòè îãðàíè÷åííîé êóáîì ÷èñëà óçëîâ (ïàðòèé) äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïðîñòîé öåïè (ãðàôèêà ïðîêàòêè) ìàêñèìàëüíîãî âåñà. Õîòÿ â îáùåì
ñëó÷àå çàäà÷à ïîèñêà ïðîñòîé öåïè ìàêñèìàëüíîãî âåñà òðóäíîðåøàåìà.

Ïîÿñíèì ïðè÷èíó âûáîðà êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè. Îöåíêè ãðàôèêîâ
ïðîêàòêè ñâÿçàíû ñ îñîáåííîñòÿìè îðãàíèçàöèè ïðîèçâîäñòâà íà êîí-
êðåòíîì ïðåäïðèÿòèè. Âìåñòå ñ òåì îáùèì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãðàôèê ïðî-
êàòêè äîëæåí ñîäåðæàòü äîñòàòî÷íî òàêèõ ïàðòèé, ÷òîáû ñóììàðíûé
âåñ/äëèíà ïàðòèé áûëè äîñòàòî÷íî âåëèêè. Áîëåå òîãî, íàëè÷èå "áîëü-
øîãî"òåõíîëîãè÷åñêè äîïóñòèìîãî ãðàôèêà ïðîêàòêè ïîçâîëÿåò íà ñëå-
äóþùåì ýòàïå â àâòîìàòè÷åñêîì èëè ðó÷íîì ðåæèìå åãî îòðåäàêòèðî-
âàòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü æåëàåìûé ðåçóëüòàò ïî âñåé ñîâîêóïíîñòè ïðàê-
òè÷åñêèõ òðåáîâàíèé. Òàêæå â êà÷åñòâå âåñà ïàðòèè ìîæåò âûñòóïàòü
âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ íå òîëüêî åå ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè,
íî è ïðåäïî÷òèòåëüíîñòü ïî ñðîêàì, âèäàì ïðîäóêöèè è ò.ï. Ïî óêà-
çàííûì ïðè÷èíàì äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìèçàöèîííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è
åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü ìàêñèìàëüíîñòè ñóììàðíîãî âåñà ïàðòèé, âõî-
äÿùèõ â ìîíòàæ (ïðîñòóþ öåïü â ãðàôå).
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîæåñòâî ïàðòèé {p1, p2, . . . , pk}, ãäå k ∈ N. Ïóñòü

• w : P → R+ � øèðèíà ïîëîñ â ïàðòèè (îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ïîëîñ);

• t : P → R+ � òîëùèíà ïîëîñ â ïàðòèè (òàêæå îäèíàêîâà);

• l : P → R+ � ñóììàðíàÿ äëèíà ïîëîñ â ïàðòèè.

• r : R+ → R+ � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ
ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó äîïóñòèìîé ðàçíîñòè çíà÷åíèé òîëùèíû
ïîëîñ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïàðòèÿìè;

• W ∈ R+ � âåëè÷èíà, îïðåäåëÿþùàÿ ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó äîïó-
ñòèìîé ðàçíîñòè çíà÷åíèé øèðèíû ïîëîñ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè
ïàðòèÿìè.

Äâå ïàðòèè p è q èç P ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäîâàòü äðóã çà äðó-
ãîì â ãðàôèêå ïðîêàòêè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî

1. îãðàíè÷åíèå "äëÿ ïåðåõîäà ïî òîëùèíå": |tp−tq| ≤ min{r(tp), r(tq)};

2. îãðàíè÷åíèå "äëÿ ïåðåõîäà ïî øèðèíå": 0 ≤ wp − wq ≤ W.

Ïóñòü G îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà ìíîæåñòâå óçëîâ P ñ ìíîæåñòâîì
äóã E ⊆ P × P òàêèì, ÷òî pq ∈ E â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ïàðòèè p è q ðàçëè÷íû, è q ìîæåò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäîâàòü çà p â
ãðàôèêå ïðîêàòêè.

Ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ãðàôèêîâ ïðîêàòêè ñîâïàäàåò ñî ìíî-
æåñòâîì B(G) âñåõ ïðîñòûõ öåïåé â G.

Äëÿ ïðîñòîé öåïè z ÷åðåç l(z) îáîçíà÷èì å¼ äëèíó:

l(z) ,
∑

p∈P (z)

l(p).

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè � íàéòè â B öåïü ìàêñèìàëüíîé
äëèíû:

Çàäà÷à 1

l(z) → max
z ∈ B
Ïóñòü p - ïðîèçâîëüíûé óçåë â G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç :
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• In(p) - ìíîæåñòâî óçëîâ q òàêèõ, ÷òî äóãà qp ∈ E, |In(p)| - âõîäÿùàÿ
âàëåíòíîñòü óçëà p.

• In+(p) = {q ∈ In(p)|wq > wp}.

• Out(p) - ìíîæåñòâî óçëîâ q òàêèõ, ÷òî äóãà pq ∈ E, |Out(p)| - èñõî-
äÿùàÿ âàëåíòíîñòü óçëà p.

• Succ(p) - ìíîæåñòâî âñåõ óçëîâ q, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îðèåí-
òèðîâàííûé ïóòü pq â ãðàôå G. Èç îáùåé òåîðèè ãðàôîâ èçâåñòíî,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ñóùåñòâóåò è ïðîñòàÿ öåïü èç p â q.

• Pred(p) - ìíîæåñòâî âñåõ óçëîâ q, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îðèåí-
òèðîâàííûé ïóòü èç q â p â ãðàôå G. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
òàêæå ñóùåñòâóåò è ïðîñòàÿ öåïü èç q â p.

• W = {wp|p ∈ P}.

• Pw = {p|wp = w}, ãäå w ∈ W .

• Gw - ãðàô, â êîòîðîì P (Gw) = Pw.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 äîñòàòî÷íî èñêàòü íàè-
áîëüøóþ ïî äëèíå öåïü ñðåäè ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ öåïåé.

Ìåòîä ðåøåíèÿ

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è àâòîðàìè ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ïîä-
õîä :

1. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòì, íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ãðàô G′ ñ
òåì æå ìíîæåñòâîì óçëîâ, ÷òî è ó G, ñ ìåíüøèì ìíîæåñòâîì äóã è
òåì æå ìíîæåñòâîì ìàêñèìàëüíûõ öåïåé, ÷òî è â èñõîäíîì ãðàôå.
Àëãîðèòì âîçâðàùàåò öåïü ìàêñèìàëüíîé äëèíû. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî â ÷àñòíîñòè ìîæíî âçÿòü G′ = G.

2. Ïðåäëàãàåòñÿ ýôôåêòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ãðàôà G′, ïîçâîëÿþùàÿ
ñóùåñòâåííî ñíèçèòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

3. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñëîæíîñòè àëãîðèòìà.

4. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåñòîâ è èõ àíàëèç.
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Àëãîðèòì ïîèñêà öåïè ìàêñèìàëüíîé äëèíû

Ïîñòðîåíèå ãðàôà G′

Îáîçíà÷èì Ḡ - ãðàô, ïîëó÷åííûé èç èñõîäíîãî ãðàôà G óäàëåíèåì äóã
pq, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïóòü H = pe1p

′ . . . p′′ekq òàêîé, ÷òî wp > wp′

è wp′′ > wq.

Òåîðåìà 1. Ãðàô Ḡ ñîäåðæèò âñå ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ öåïè

ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Hm - íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ
öåïü â ãðàôå G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Hm íå ñîäåðæèòñÿ â Ḡ. Òî åñòü ñó-
ùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà äóãà pq ∈ Hm, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèòñÿ â E(Ḡ).
Çíà÷èò, äëÿ ýòîé äóãè ñóùåñòâóåò ïóòü H = pe1p

′ . . . p′′ekq, ãäå wp > wp′

è wp′′ > wq. Ýòî óñëîâèå ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè öåïè Hm. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ öåïü ãðàôà G ñîäåðæèòñÿ â ãðàôå Ḡ.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå G′ ìîæíî âçÿòü ãðàô Ḡ.

Ïîèñê ìàêñèìàëüíîé öåïè â îäíîé øèðèíå

Ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü îáùèé àëãîðèòì, ïðèâåäåì àëãîðèòì ïî-
ñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïî äëèíå öåïè â îäíîé øèðèíå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà óçëîâ H ′ = (p′1, p
′
2, . . . , p

′
l)

∃i : p′i = arg max
p′∈H′

t′p. Òîãäà êðàéíåé ïðàâîé äóãîé íàçîâåì äóãó p′ip
′
i+1, åñëè

tp′i+1
≥ tp′i−1

, èíà÷å äóãó p′i−1p
′
i.

Àíàëîãè÷íî êðàéíåé ëåâîé äóãîé H ′ íàçîâåì äóãó p′ip
′
i+1, åñëè tp′i+1

≤
tp′i−1

, èíà÷å äóãó p′i−1p
′
i, ãäå p

′
i = arg min

p′∈H′
t′p.

Àëãîðèòì 1 ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïðîñòîé öåïè â îäíîé

øèðèíå.
Ïóñòü çàäàíû w ∈ W è s, t ∈ Pw.
Àëãîðèòì âîçâðàùàåò óïîðÿäî÷åííûé íàáîð H = (p1, p2, . . . , pn), ÷òî

s = p1 → p2 → . . . → pn = t - ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ óçëîâ (s, t) -
öåïü äëÿ çàäàííîé øèðèíû w, èëè ñîîáùåíèå, ÷òî òàêóþ öåïü ïîñòðîèòü
íåëüçÿ.

1. Ïóñòü
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H0 = (p1, p2, . . . pk), ãäå pi ∈ Pw è ∀i : ts ≤ tpi ≤ tpi+1
≤ tt.

H+
0 = {p|tp > tt}.

H−
0 = {p|tp < ts}.

2. Ïðîâåðèòü óñëîâèå : ∀i : pi, pi+1 ∈ H0 ⇒ pipi+1 ∈ E.

Åñëè îíî íå âûïîëíåíî, òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü ïóòü ìàêñèìàëüíîé
äëèíû.

3. Åñëè |H0| > 2, òî

(a) Åñëè H+
i ̸= ∅

• qi = arg min
q∈H+

i

tq, p
i
jp

i
j+1 - êðàéíÿÿ ïðàâàÿ äóãàHi = (pi1, p

i
2, . . . , p

i
ni
)

• Åñëè pijqi ∈ E è qip
i
j+1 ∈ E, òî

H+
i+1 = H+

i \ {qi},
Hi+1 = (pi1, p

i
2, . . . , p

i
j, qi, p

i
j+1, . . . , p

i
ni
),

ïîâòîðèòü 3a.
Èíà÷å H+

i+1 = ∅.
(b) Ecëè H−

i ̸= ∅
• qi = arg max

q∈H−
i

tq, p
i
jp

i
j+1 - êðàéíÿÿ ëåâàÿ äóãàHi = (pi1, p

i
2, . . . , p

i
ni
)

• Åñëè pijqi ∈ E è qip
i
j+1 ∈ E, òî

H−
i+1 = H−

i \ {qi},
Hi+1 = (pi1, p

i
2, . . . , p

i
j, qi, p

i
j+1, . . . , p

i
ni
),

ïîâòîðèòü 3b
Èíà÷å H−

i+1 = ∅.
(c) H = Hi - ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ öåïü.

4. Åñëè |H0| = 2, òî èìååò çíà÷åíèå, êàêîé èç ñïèñêîâ H+ èëè H−

ïåðâûì äîáàâëÿòü â H. Ïîýòîìó ñíà÷àëà âûïîëíÿþòñÿ ïóíêòû 3a,
3b. Çàòåì âûïîëíÿþòñÿ ñíà÷àëà 3b, à çàòåì 3a. Ïîñëå ÷åãî ïîëó÷à-
þòñÿ äâå ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ öåïè. (Èç íèõ âûáèðàåòñÿ
ìàêñèìàëüíàÿ ïî äëèíå).

5. Â ñëó÷àå s = t ìàêñèìàëüíàÿ ïî äëèíå ïðîñòàÿ öåïü ñîñòîèò èç
îäíîãî ýëåìåíòà s.

Òåîðåìà 2. Àëãîðèòì 1 ñòðîèò ìàêñèìàëüíóþ ïî âêëþ÷åíèþ öåïü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü H - öåïü, ïîñòðîåííàÿ ïî àëãîðèòìó 1, à
Hm - ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ öåïü. Ïðåäïîëîæèì, H - íå ìàê-
ñèìàëüíà, òî åñòü ñóùåñòâóþò óçëû èç Hm, êîòîðûå íå ïîïàëè â H.

2. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ∃p ∈ Hm \ H, òî tp ̸∈ [ts, tt], ò. ê. â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå p îáÿçàòåëüíî ïîïàäåò â H.

3. Ïóñòü p′p′′ - êðàéíÿÿ ïðàâàÿ äóãà öåïè H. È ïóñòü äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè tp′′ ≥ tp′ . Òîãäà â ñèëó ïîñòðîåíèÿ H è îïðåäåëåíèÿ êðàéíåé
ïðàâîé äóãè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî tp′ = max

p∈H\{p′′}
tp.

4. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà V + = {p|p ∈ Hm \ H, tp > tt}, V − = {p|p ∈
Hm \H, tp < ts}. Ïóñòü V + íå ïóñòî è q = arg min

p∈V +
tp. Ïîêàæåì, ÷òî

q ìîæíî âêëþ÷èòü â H.

5. Çàìåòèì, ÷òî Hm = V − ∪H ∪ V +. Â ñèëó òîãî, ÷òî Hm - öåïü èç s
â t, íàéäóòñÿ äóãè èç ìíîæåñòâà V − ∪ H â V + è îáðàòíî. Òî åñòü
íàéäóòñÿ óçëû v1, v2 ∈ V − ∪ H è u1, u2 ∈ V +, ÷òî äóãè v1u1 è u2v2
ñîäåðæàòñÿ â Hm.

6. Èç òîãî, ÷òî v1u1 ∈ Hm ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó tv1 è tu1

äîñòàòî÷íî ìàëî. Íî ðàññòîÿíèå ìåæäó tv1 è tq åùå ìåíüøå, ïîýòîìó
äóãà v1q ∈ E. Àíàëîãè÷íî, äóãà qv2 ∈ E.

7. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êðàéíåé ïðàâîé äóãè ðàññòîÿíèå äî tq óìåíü-
øèòñÿ, åñëè çàìåíèòü v1 íà p′, à v2 íà p′′, òî åñòü p′q ∈ E è qp′′ ∈ E.
Òîãäà q ìîæíî âêëþ÷èòü â H ïî àëãîðèòìó.

8. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò èç V +, òàê æå êàê è ëþáîé ýëåìåíò
èç V −, ìîæíî âêëþ÷èòü â H.

9. Ñëåäîâàòåëüíî, H - ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ óçëîâ öåïü. Â
ñèëó ïóíêòà 4 àëãîðèòìà áóäåò ïîñòðîåíà ìàêñèìàëüíàÿ ïî äëèíå
öåïü.

Ïîèñê ìàêñèìàëüíîé ïî äëèíå öåïè â ãðàôå G

Ïóñòü p ∈ P . Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïðîñòûõ öåïåéH1 = p1e1p2e2 . . . en−1pn
è H2 = q1u1q2u2 . . . um−1qm, íå èìåþùèõ îáùèõ óçëîâ, ñóììîé ýòèõ öå-
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ïåé íàçîâåì öåïü H = p1 . . . pneq1 . . . qm, åñëè pnq1 ∈ E èëè pn = q1, è
îáîçíà÷èì H = H1 +H2.

Àëãîðèòì 2 ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïî äëèíå ïðîñòîé öå-

ïè.

1. w0, w1, . . . , wz - âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ øèðèíû, óïîðÿäî÷åííûå ïî
óáûâàíèþ.

2. Íà íóëåâîì øàãå

• Pw0 := {p01, p02, . . . , p0n0
}.

• ∀r ∈ 1, n0, ∀k ∈ 1, n0 : h0
rk - ìàêñèìàëüíàÿ ïî äëèíå ïðîñòàÿ

öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ p0r è p0k, ïîñòðîåííàÿ àëãîðèòìîì 1.

• ∀m ∈ 1, n0 : H[p0m] := arg max
r∈1,n0

l(h0
rm).

• H0 := arg max
m∈1,n0

l(H[p0m]).

3. Íà i-îì øàãå

• Pwi
:= {pi1, pi2, . . . , pini

}.
• ∀r ∈ 1, ni,∀k ∈ 1, ni : h

i
rk - ìàêñèìàëüíàÿ ïî äëèíå ïðîñòàÿ

öåïü èç pir â pik, ïîñòðîåííàÿ àëãîðèòìîì 1.

• ∀r ∈ 1, ni: H
i
r := arg max

p∈In+(pir)
l(H[p])

• ∀m ∈ 1, ni: H[pim] := arg max
r∈1,ni

l(H i
r + hi

rm)

• H i := argmax{l(H i−1), l(H[pi1]), . . . , l(H[pini
])}.

4. H = Hz - ìàêñèìàëüíûé ïî äëèíå ïóòü.

Òåîðåìà 3. Àëãîðèòì 2 ñòðîèò ìàêñèìàëüíóþ ïî äëèíå öåïü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî óçëà p ïîñòðîåííàÿ àëãî-
ðèòìîì ïðîñòàÿ öåïü H[p] ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî äëèíå.

Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü p òàêîé, ÷òî wp = w0. Íà íóëåâîì øàãå àë-
ãîðèòì ñòðîèò ìàêñèìàëüíûå ïî äëèíå ïðîñòûå öåïè â îäíîé øèðèíå â
ñèëó òåîðåìû 2.
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Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü ∀i ≤ k, ∀p ∈ Pwi
: H[p] - ìàêñèìàëüíàÿ ïî äëèíå

ïðîñòàÿ öåïü, îêàí÷èâàþùàÿñÿ óçëîì p. Äîêàæåì, ÷òî ∀q ∈ Pwk+1
: H[q]

- ìàêñèìàëüíàÿ ïî äëèíå ïðîñòàÿ öåïü ñ êîíöîì â q.
Ïóñòü q ∈ Pwk+1

, H[q] - öåïü, ïîñòðîåííàÿ ïî àëãîðèòìó 2. Ïóñòü òàê-
æå K - ìàêñèìàëüíàÿ ïî äëèíå ïðîñòàÿ öåïü ñ êîíöîì â q. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî l(K) > l(H[q]).

H[q] = p1 . . . plelpl+1 . . . psesq, ãäå wpi > wpj = wq ïî âñåì i ∈ 1, l, j ∈
l + 1, s.

K = q1 . . . qmemqm+1 . . . qtetq, ãäå wqi > wqj = wq ïî âñåì i ∈ 1,m, j ∈
m+ 1, t.

Òîãäà l(H[q]) = l(p1 . . . pl) + l(pl+1 . . . ps) + l(q),
è l(K) = l(q1 . . . qm) + l(qm+1 . . . qt) + l(q).
Ðàññìîòðèì öåïüK. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè l(H[qm]) ≥ l(q1 . . . qm).

Ïóñòü h - ìàêñèìàëüíàÿ ïî äëèíå ïðîñòàÿ öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ qm+1 è q,
ïîñòðîåííàÿ ïî àëãîðèòìó 1. Òîãäà l(H[q]) ≥ l(H[qm])+ l(h) ≥[ïî òåîðåìå
2]≥ l(H[qm])+ l(qm+1 . . . qt)+ l(q) ≥ l(q1 . . . qm)+ l(qm+1 . . . qt)+ l(q) = l(K).
Òàêèì îáðàçîì H[q] ìàêñèìàëüíàÿ ïî äëèíå ïðîñòàÿ öåïü, çàêàí÷èâàþ-
ùàÿñÿ â q.

Òåîðåìà 4. Àëãîðèòì 2 â õóäøåì ñëó÷àå èìååò ñëîæíîñòü O(k3), ãäå
k = |P |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ni = |Pwi
|, m = |W |. Àëãîðèòì ïðîèçâîäèò m

èòåðàöèé ïî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé øèðèíû. Ïðè ïîñòðîåíèè
ìàêñèìàëüíîãî ïóòè äëÿ äâóõ ôèêñèðîâàííûõ óçëîâ, àëãîðèòì â õóäøåì
ñëó÷àå ïðîñìàòðèâàåò îäèí ðàç îòñîðòèðîâàííûé ïî òîëùèíå ñïèñîê óç-
ëîâ â äàííîé øèðèíå. Òî åñòü, íà êàæäîì øàãå ñïèñîê óçëîâ ñîðòèðóåòñÿ
çà ni log ni, ïîñëå ÷åãî ïåðåáèðàþòñÿ ïîïàðíî óçëû (n2

i ) è äëÿ íèõ ñòðî-
èòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïóòü (n), è äëÿ êàæäîãî óçëà ïåðåáèðàåòñÿ ñïèñîê
åãî ïðåäêîâ.

Òîãäà ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2 íå ïðåâîñõîäèò (
m∑
i=1

(
∑
p∈Pwi

|In+(p)| +

ni log ni+n3
i )), ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ÷òî â õóäøåì ñëó÷àå, êîãäà

âñå óçëû íàõîäÿòñÿ â îäíîé øèðèíå åñòü O(k3).
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